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Abstrakt

Prispévek analyzuje relevantni geometrické vlastnosti dvou ,,pfechodo-
vych* (plastovych) a rota¢né asymetrickych ploch se stejnou kruhovou
horizontalni podstavou, z nichz jedna je pfimkova rozvinutelnd, zatimco
druhd je pfimkovéa nerozvinutelnd s tim, ze ,,pédium*“ (horni vodorovna
podstava) prvé z nich je kruznici, zatimco ,pédium* té druhé je elip-
sou, pri¢emz vertikalni vzdalenost obou podstav je stejnd. Obé uvazované
,brechodové® plochy jsou specialné definovany tak, Ze pravé jedina z (ne-
koneéného mnozstvi) tvoficich pfimek bude vzdy vertikalni. S popsanymi
geometrickymi utvary se lze predevSsim setkat v moderni architekture
v souvislosti s podstavnou hmotou pddii, piedestalti soch apod.

Kli¢ova slova: kuzelové plochy rozvinutelné, nerozvinutelné plochy, ko-
noidy, pfimkové plochy, piedestaly a jejich plastové plochy

Uvod

V architektufe (ale i v fadé fyzikdlné technickych problémii praxe) byva ¢asto
zapotfebi vyresit geometricky problém vhodnych prechodovych ploch mezi
dvéma rovnobéznymi podstavami resp. profily. Jde-li v pfipadé architektury
o ulohy ryze estetické, pak v pripadé techniky béZi o zadéani zpravidla fyzi-
kalné prisné podminénd. Je pfitom zajimavé, ze fyzikalni icelnost takovychto
ploch obvykle odpovida i jejich tvarové geometrické eleganci; jako by v ptirodé
existovala zfetelnd kongruence mezi ucelnosti a krdsou (ale i naopak)! Slusi se
ovSem poznamenat, ze ponékud ,hravé“ modelovani ,,péknych* architektonic-
kych tvart byva zpravidla mnohem snazsi nez jejich nalézani z téch ¢i onéch
pozadavku exaktnich véd.

Nami vytycena tloha je patrné cisté geometrické povahy. Prva popisovana
plastova plocha je plochou kruhové kuzelovou, tedy pfimkovou a rozvinutelnou,

191



192 Littera Scripta, 2011, ro¢. 4, ¢. 1

zaroven téz ale plochou rota¢né nesoumérnou, kosou a komolou, viz téz Obr. 1.
Druhou studovanou plochou je plocha kruhového kosého konoidu, tedy plo-
cha pfimkova nerozvinutelnd, viz téz Obr. 2., pfi¢emz komolosti obou téchto
geometrickych tutvart rozumime jejich omezeni dvéma vodorovnymi podsta-
vami ,kruznice — kruznice“ resp. ,kruznice — elipsa“ o jednotné vzdalenosti
h podstav. Obé studované plochy jsou evidentné symetrické jediné vzhledem
k narysné. Poznamenejme, ze kviili jednoduchosti kresleni i ndzornosti byla pro
zobrazeni obou analyzovanych ploch zvolena Mongeova projekce.

V dalsim textu budeme vysSetfovat resp. verifikovat a srovnavat polohové
geometrické vlastnosti obou uvedenych plastovych ploch metodou analytické
prostorové geometrie, posléze dojde i ke srovnavani nékterych jejich metrickych
charakteristik.

Pfimkova rozvinutelna plocha

Této ,,prechodové* plose odpovidd, jak jiz vySe feceno, Obr. 1. Necht se jeji
spodni horizontalni kruznice o poloméru r, a se stfedem S = O naléza v pudo-
rysné (ri1xz2). Jeji vrchol V' v nédrysné (xix3) necht ma pak soufadnice
V=V(r,;0;L),L > 0.

Uvazujme, Ze geometrické misto stfedi vSech hornich vodorovnych kruznic
se bude nalézat na p¥imce p, ktera spojuje body S a V. Bude-li se stfed takovéto
(libovolné) kruznice o poloméru r nalézat v irovni 3 nad ptidorysnou, snadno
nalezneme

r(xs) =710 — — - @3, (1)
pfiemz jeji (v Obr. 1. jiz neoznadeny) stied je vyosen oproti stfedu S spodni
kruznice o rozdil poloméri, totiz o
m=r,—r. (2)
Je-li déle rovnice spodni kruznice tvaru z? + 23 = 72, pak rovnice horni
vyosené kruznice je
(1 —m)* + 22 =12 (3)

Spojime-li nyni rovnice (1), (2) a (3), obdrzime po mensi upravé hledanou
rovnici plasté predmétné plochy, totiz
2.7, 272

A

platné vzhledem k soustavé {O; x1;xo; x3}.

x%—f—w%— '333—7“320 (4)
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Obrézek 1: Schéma kruhové pfimkové rozvinutelné ,ptechodové“ plochy
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Snad je vhodné na tomto misté ukazat nékolik verifikaci resp. odvodit néko-

lik geometrickych vlastnosti plochy (4). Napi., podobné jako vzorec (1), z na-
r
zoru plyne i jiné jeho varianta, totiz kup¥. 3 = L-(1——). Spojenim tohoto vy-
To
razu s (4) po jistych algebraickych tpravach dostaneme [z — (7, —7)]?+ 22 = 2,
coz je ale (3); vatah (4) je tedy spravny. Dale se ptejme, jaky Gtvar vznikne
fezem (4) rovinou z3 = C' < L. Uplatnénim tohoto pozadavku na (4) do-
spéjeme po tpravich k rovnici (z1 —m)? + 23 = (r, — m)?, v némZ je oviem
o
m = ——, takze vodorovnym fezem plochy (4) je vZdy kruznice, srovnej s (2),
(3) a s Obr. 1. Anebo na otézku, ,co Ze je fezem plochy (4) rovinou x3 = L7¢
dava odpoveéd prosté spojeni uvedené rovnice roviny rovnobézné s ptidorysnou
se vztahem (4). Tak se dobereme vyrazu x3 + 2% — 2 -7, - 21 + r2 = 0, ne-
boli (1 — 7,)? + 23 = 0, coZ je ovem splnéno jenom pii soucasné platnosti
x1 = T a x93 = 0, takze hledanym fezem je bod (vrchol) V. Provedeme-li
prunik plochy (4) rovinou zo = 0, tedy narysnou, dospéjeme ihned k rov-
2-r 2.2

nici x% — TO -x1 - x3 + TO - X3 — rg = 0. Ctenaf se snadno piesvédéi, Ze
tomuto vztahu (kvadratickd rovnice) vyhovuje jednak x; = r, (jedina svisld
povrska) a jednak piimka (Sikmé povrska s nejmensim spadem) q = z1(z3) =
2-r,

cx3 — T = az(xy) = -z + 3 Pro uplnost jesté uvedme rovnici

L 27,
» . To L . y y
pfimky p jako p = z1(z3) = 7o = x3(x1) = — - 21 Potvrzuje se, Ze povrska
r

o
q ma poloviéni spad oproti pfimce p. Konecné se mizeme tazat, co je fezem
plochy (4) bokorysnou z; = 0. Dosazenim a tpravou ihned dospéjeme k rovnici

x3(x2) = 3 5.2 - 22, Hledanym fezem je tedy parabola druhého stupné
-

o
s vrcholem na pfimce q.

Primkova nerozvinutelna plocha

Nadepsané primkové plose je prifazen Obr. 2. Jeji jednou fidici kfivkou bude
opét horizontalni kruznice o poloméru 7, se stfedem S = O nalézajici se v pu-
dorysné (zjxz9). Druhym fidicim Gtvarem pak bude pfimka s dand prinikem
dvou rovin: 1 = 1, a 3 = L a tfetim Fidicim prvkem je narysna (zix3).
Studovanou ,,pfechodovou® plochou je tedy kruhovy pfimy konoid.

V Obr. 2. se zaméime na regularni tvotici pifimku 2q (ze dvojice tvoficich
piitmek 1q a 2¢).

Pro prvou soufadnici bodu 2B (na spodni kruznici v ptidorysné) jsme pouzili
oznadeni %1, zatimco pro prvou soufadnici obecného bodu A € 2¢, ktery lezi na
plose konoidu ve vysce x3 nad ptidorysnou, jsme pouzili oznaceni z1, pricemz
ziejmé 2q = 2BA.
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Obrazek 2: Schéma kruhové primkové nerozvinutelné | prechodové“ plochy
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Patrné plati #; = +/r2 — 23 (uvaZujeme znaménko ,plus“), ale také line-
L To — T1 T1—T1 . . .
arni zavislost (ro i3 ) = ( ) Spojenim obou poslednich rovnic dosta-
T3
neme

(w14 VZ=0)

(ro + /75 — 3)

r3(71,22) = (5)

Vztah (5) je rovnici konoidu zobrazeného na Obr. 2. vzhledem k soustavé
kartézskych soutadnic {O;x1;xo; 23}

Provedme i v pfipadé rovnice (5) uzite¢nd ovéfeni a prozkoumejme nékteré
vlastnosti této plochy. Pfedevsim, bude-li v (5) platit 23 = 0, potom vzhledem
k piedpokladtim vyjde 2% + 23 = 72, coz je ale rovnice spodni podstavné (a ¥i-
dici) kruznice konoidu (5). Podobné, pro x3 = L vyjde z (5) 1 = r,, coZ je
rovnic{ (¥idici) pfimky s kolmé k narysné (xz;23). Vztah (5) je tedy spravny.
Provedme nyni ez konoidu (5) narysnou 25 = 0. Po dosazeni pfi uvazovani
znaménka ,minus® vyjde z (5) x; = 7., coZ je tvofici pfimka nerozvinutelné
piimkové plochy kolmé k ptudorysné (z1x2) a zaroveii jedna ze dvou torzalnich
pfimek lezicich v narysné x5 = 0. Tato tvofici pfimka ma ze vSech patrné nej-
vyssi spad. Pfi uvaZovani znaménka ,plus“ ve vztahu (5) obdobné po kratsi

upravé vyjde vztah zs(z1) = cx1 + 3 Toto je také tvorici pfimka zbor-

2.7,
cené plochy (5), a to s nejmensim spaddem, — a zaroven také jeji druhou torzalni
pfimkou lezici v ndrysné. Na Obr. 2. je oznadena q. (Existuji jesté dalsi dvé tor-
zélni (tvofici) pfimky rovnobézné s narysnou, jejichz spad je ,stfedni“, totiz
—, které na fidici pfimce s uréuji dva kuspidalni body 'K a 2K). Prozkou-
To

mejme déle, co jest fezem plochy (5) bokorysnou (rovinou z; = 0). Patrné
vychézi kiivka

2 _ 2
L-y\/r2— x5

£C3(LE2) =+ (6)

v niz (realisticky) zadddme xz3 > 0 a r, > |z2| > 0. V rovnici (6) vychézi
pro xog = 0 bud 3 — —oo, anebo z3 = +—, coz dobfe odpovidd nazoru.
Podobn§, pro x5 = +r, dava (6) patrné z3 = 0. Vztah (6) je kiivkou podkovo-

vitého tvaru (jakysi konkdvni ,ptloval“ s kulminem na tvofici pfimce ¢), viz
Obr. 3. Je i zvlastnim pfipadem prifezové (trojparametrické) kiivky xs(za) =
(b+ 2= a3)
(ro £ /12 — 23)
chou (5), takze posledni vztah je kongruentni se vztahem (6). (Detailni analjzu
téchto kiivek lezicich v bokorysné ponechdvime jiz na ¢tenaii).

- L vzniknuvsi prinikem rovin z; = b;b € (—r,;+71,) plo-
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Obrazek 3: Rez nerozvinutelné ,prechodové® plochy (5) bokorysnou
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Tazme se kone¢né, co je fezem konoidu (5) vodorovnymi rovinami (rovno-
L
Z = 0). . jsou uvazované roviny tvaru zs = —
béznymi s ptidorysnou x3 = 0). Necht 3 ,
a
a € (1; 4+00). Prinikem téchto rovin plochou (5) je (pro obé uvazovana znameni
»plus® ¢ ,minus“) kiivka tvaru (po tpraveé)

a2 234+ (a—1)2*23-2-r,-a-x1+r2-a-(2—a)=0. (7)

Oznatme A =a?, B=0,C = (a—1)2,D = —r,-a, E=0a F =r2.a-(2—a),
piicemz A-22+2-B -2y 29+ C-25+2-D 21 +2-E- 23+ F = 0 je rovnice

obecné kuzelosecky v roving zz3 = —. V naSem piipadé je tedy rovnice (7)

a
vyjadfitelnd ve tvaru A -2 + C - 22 +2-D -1y + F = 0, v némz je evidentné
B =0 a signA = signC'. Jde proto o elipsu s poloosami rovnobéznymi s osami
x1 a o kartézské soustavy soufadnic {0;z1;x9;x5}. Tehdy je délka prvé jeji
C-D2+A-E2—-A.-C-F
A2.C
C-D2+A-E2—A-C-F
poloosy vyplyva ze vztahu os||zy = \/ + 1.2 . Lze také
vyjadiit soufadnice stiedu této ,prinikové“ elipsy, totiz Se = [Te1; Te2], kde

poloosy ddna vztahem o1 ||z = \/ a délka jeji druhé
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D E
Tel = 1 a Leg = ek Po prislusnych dosazenich a tpraviach dostaneme

a—1
= *To, 8
01 - r (8)
02 =Ty, (9)

To
ol = — 10
Ter = — (10)
a konecné

Teo = 0. (11)

Pro kontrolu ovéfme: napt. pro a = 2 dava rovnice (7) elipsu 4 - 23 + 23 —

4-r,-x1 = 0. Tato ma soufadnice podle (10) a (11) z¢ = %0 a Teo = 0 a déle

r
podle (8) a (9) poloosy o1 = Eo a 09 = r,. Nebo napt. pro a = 1 neboli pro
x3 = L vychézi z rovnice (7) vztah 2 — 2 -7, - 21 + 72 = 0. Odsud pak ihned
(x1—10)2 =0, &li 1 = r,. Také je vidét, ze x; = r, a 07 — 0. Kone¢né napf.
pro a — +oo limitné prechézi (7) v rovnici kruznice 2% + 23 = r2, kdy xo; — 0
a 01 — 1,. V8echny tyto verifikace jsou evidentni i z Obr. 2.

Porovnani nékterych metrickych vlastnosti obou ,,pfecho-
dovych* ploch

Uvazujme nadéle, Ze obé studované plochy (4) a (5) maji stejnou podstavnou
kruznici o obsahu P, = 7 - r2 a stejnou trovett horni podstavy z3 = h ; h =
x3 < L, viz téz Obr. 1. a Obr. 2. Ze vztahu (1) pro rozvinutelnou plochu (4)
snadno zjistime zavislost obsahu horni podstavy na jeji irovni, totiz

P(h) =P, - (1 - 2)2 (12)

L
Vzhledem k vySe zavedené substituci z3 = — lze také vztah (12) vyjadfit
a

jako

Pi(a) =P, - (a_ 1)2. (12a)

a

Podobné, pro nerozvinutelnou plochu (5) uréime obsah jeji horni podstavy
jako P,, = m-01-09 (elipsa), kde je tieba dosadit vztahy (8) a (9) pii respektovani

substituce 3 = —. Vyjde
a
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Py(h) =P, - (1 - Z) (13)

popft.

P,(a)=P,-

(13a)

Je vidét, Ze pro vSechna 0 < h < L plati P.(h) < P,(h), pficemZ pomér
P (h)
P (h)

L
] dosdhne svého maxima 2 pfi h = 3 viz téz Obr. 4.

Obrazek 4: Zavislost obsahti vodorovnych rovinnych fezii obou ploch na trovni
jejich prinika

P. resp. P,
Po

Zdroj: vlastni

Vsimnéme si koneéné objemil obou uvazovanych ,,prechodovych® ploch ome-
zenych drovnémi zs = 0 a 3 = h. Na zakladé Cavalieriho principu lze vyjadrit
vySe vymezeny objem V,,(h) nerozvinutelné plochy (5) pomoci stejné vymeze-
ného objemu V,.(h) rozvinutelné plochy (4) takto:
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Vi(h) = Vo(h) + / "(Pu(h) — P.(h)] - dh (14)

Ve vzorci (14) se (opét vyuzitim Cavalieriho principu a vypoctu vymezené
Casti rotacné symetrického objemu popf. za vyuziti vztahti z elementarni ste-
reometrie pfi aplikaci na (4)) snadno odvodi, Ze

h
Vill) =5 b (2002 =02 7 4 17), (15)
popr. téz
Vr(h):g~h~(rf+roor+r2). (15a)
Uvéazime-li, ze plati r = % - (L = h), lze rovnici (15) po tpravich vyjadfit
také jako
h h?
Vr(h)_POh<1_L+3[/2> (15b)

Pro naznadeny integrél ve (14) pak vzhledem ke (12) a (13) odvodime

Ten je (podle ofekavani) kladny pro 0 < h < L. Nyni, dosadime-li do (14)
vztahy (15) a (16), obdrzime po upravach

Va(h) =P, h- (1 - 2hL> (14a)

Zbyva porovnat vztahy (14a) a (15b). Oznacime-li v nich V,(h) = P, - h
jako objem primého kruhového valce vysky h s kruhovou podstavou o obsahu

2

L
P,=m7-r2 avyjddiime-li h = z3 = —, a € (1;+0), viz vySe v textu, snadno
a

odvodime

Vo=V, (1- ). 14b
(- 2) "

1
V,,:VO~<1—+W). (15¢)
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V.,  6-a®-3
Odsud vidime, Ze (po upravé) pomér A = 6-aza——6-aj—2 je kladn4 kle-

3
sajici funkce od hodnoty 3 proa =1 do 1 pro a — +oo, tedy Ze pro realné

v
uvazovana a je vzdy V, > V.. Analyzu funkéniho vztahu Vn(a) opét pone-
T
chame jiz na ¢tenari.

Zaveér

Obé analyzované ,,pfechodové“ plochy piedstavuji (pfes svoji asymetrii, az na
soumérnost vzhledem k narysné zo = 0) elegantni pfechodové plosné geomet-
rické utvary mezi kruhovou horizontalni spodni podstavou a podstavou vodo-
rovnou horni. V pfipadé, ze ptijde o shodné obsahy spodnich kruhovych podstav
i o stejné arovné podstav hornich, dava rozvinutelné ,prechodova“ plocha men-
$1 obsah svoji horni kruhové podstavy, nez je obsah eliptické podstavy horni,
kterda odpovida uvazované ,prechodové“ plose nerozvinutelné. Nerozvinutelna
plocha (jiz je kosy kruhovy konoid) tedy jednoznac¢né davéa lepsi prostorové
moznosti z hlediska vyuzitelnosti ,horniho podia“, nez je tomu u plochy roz-
vinutelné (jiz je kosy kruhovy kuzel). RovnéZ objem ,uzavieny“ mezi obéma
uvazovanymi drovnémi je vétsi u nerozvinutelné plochy, nez je tomu v piipadé
»prechodové” plochy rozvinutelné. Ze stavitelského hlediska se proto naopak
jevi usporngjsim“ piedestal s plochou rozvinutelnou, a to nejen mensi spotie-
bou materidlu na objem podstavy, ale i snazsim provedenim v dusledku pfeci
jen jednoduseji definované geometrie. Maji-li tedy obé analyzované plochy svoje
,vycislitelné” vyhody i nevyhody, zlistava preference té ¢i oné véci estetického
citéni architekta.
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Two geometric examples of ”transitional” areas
in architecture

This article analyzes the relevant geometric properties of the two ”transition”
(sheating) and rotationally asymmetric surfaces with the same horizontal ring
at the base, one of which is developable linear, while the other is linear unde-
velopable with that ”stage” (the upper horizontal base) of the first one is circle,
while the ”stage” of the other is an ellipse, the vertical distance between the
bases is the same. Both considered ”transitional” areas are specifically defined
to mean that only the (infinite) forming lines will always be vertical. The geo-
metric formations described above can be found in modern architecture in the
context of mass-mounting stages, pedestals of statues, etc.

Keywords: conical developable surface, surface undevelopable, conoid, ruled
surfaces, pedestals and sheating surfaces
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