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Abstrakt

Chovani latek v okoli kritického bodu je stale predmétem velkého védec-
kého zdjmu. V predklddaném ¢lanku zminovany fazovy piechod kapalina
— kapalina v oblasti podchlazené vody mtize mit vliv na biochemické
procesy nebo na proces tvorby srazek. Neni bez zajimavosti, ze vétsina
vody se ve vesmiru vyskytuje ve formé podchlazené vody nebo amorfniho
ledu, pticemz obé tyto formy maji podobné vlastnosti. Nékteré vlastnosti
podchlazené vody lze vysvétlit uzitim teorie druhého kritického bodu.

Upresnéni hodnot kritickych exponentti, pocitanych na zakladé Isin-
gova modelu nebo urcenych experimentalné, ovlivni hodnoty konstant
parametrické linedrni stavové skalovaci rovnice, kterda se pouziva k po-
pisu termofyzikalnich vlastnosti latek v okoli kritického bodu. V ¢élanku
je analyzovan vliv téchto kritickych exponentt na linearitu stavové rov-
nice. Byly analyzovény nové sady kritickych exponentii ziskanych bud
teoretickymi vypocty z Isingova modelu nebo experimentalné. V ¢lanku
je zdaraznéna nutnost peclivé volby kritickych exponentid nebo nutnost
prepoctu koeficientti parametrického modelu.

Kli¢ova slova: kriticky bod, stavova rovnice, kritické exponenty, line-
arni skalovaci rovnice

Uvod

Voda ma velmi jednoduchy chemicky vzorec a jeji vyzkum probihd po sta-
leti. Soucasna véda presto neumi vysvétlit fadu abnormalit v jejim chovani,
napiiklad pokles hustoty vody pfi teploté klesajici ke 4 °C. Dalsi nevyfeSe-
nou zvlastnosti je, ze u vody v podchlazeném stavu s klesajici teplotou prudce
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roste tepelnd kapacita nebo stlacitelnost a prudce klesa (do zaporngch hodnot)
tepelna roztaznost [1].

Vyzkum podchlazené vody je velmi dilezity napt. z klimatologického hle-
diska (proces tvorby srazek nebo pohlcovani sluneéniho zafeni v atmosfére jsou
jevy zvlasté dilezité v obdobi globélniho oteplovéni), nové myslenky mizZe pii-
nést 1 pfi popisu biochemickych procesi [2].

Existuje nékolik teorii, které v ramci omezeného poc¢tu experimentalnich
dat mohou vysvétlit anomadlie podchlazené vody [3]. Jednou z nich je teo-
rie existence druhého kritického bodu fazového prechodu kapalina — kapa-
lina, kterd predpoklada existenci vody s nizkou hustotou a vody s vysokou
hustotou, pri¢emz mezi témito kapalinami dochazi k fazovému prechodu. Pro
vypocet kritické ¢asti termodynamického potencidlu kapalin v asymptotické
blizkosti kritického bodu lze stanovit implicitni funkei [4], vychézejici z teorie
renormalizacni grupy a Isingova modelu. Tato implicitni funkce ale neni pri-
li§ vhodné pro praktické vypocty. Proto se ¢asto pro vypocty vlastnosti tekutin
v okoli kritického bodu pouziva parametrickd skalovaci rovnice, ktera zavadi
parametrické proménné r a 6, kde r urcuje vzdalenost od kritického bodu a 6
urc¢uje polohu na termodynamické plose na kiivce s konstantnim r. Ptrehled
a struény popis teorie lze najit napiiklad v [5, 6]. Teorie je univerzalni, nemusi
se tykat jen fazového prechodu kapalina — kapalina, dalsi priklady kromé vyse
zminéného fazového prechodu v podchlazené vodé lze najit napt. v [7]. Fun-
damentalni praci popisujici univerzalni chovani tekutin v blizkosti kritického
bodu je préace [8].

Parametricky model obsahuje velky pocet konstant, k jejichZz vypoctu se
pouzivaji tzv. kritické exponenty. Ty ale v posledni dobé prosly revizi. Teore-
tické hodnoty pro kritické koeficienty pocitané z 3D Isingova modelu metodami
vysokoteplotniho rozvoje, simulacemi Monte Carlo nebo metodami poruchové
teorie byly revidovany v ¢lanku [9]. Nové experimentdlni hodnoty nékterych
kritickych exponenti byly publikovany v [10]. Nové hodnoty kritickych expo-
nentu ovliviuji vSak koeficienty Skalovaci rovnice. Tento vliv je analyzovan
v predkladané praci.

Skalovaci rovnice

Prvnim krokem pro stanoveni stavové rovnice je pfifazeni teoretickych skalo-
vacich poli k fyzikdlnim proménnym P, T a p — tlaku, teploté a chemickému
potenciadlu. Pro vypocéty je vyhodnéjsi pouzivat misto P, T' a u bezrozmeérové
promeénné:
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T . P

- —1,  Ap=-H -
PckBTc kBTc
kde T, je teplota v kritickém bodé€, p. je hustota ¢astic v kritickém bodé¢, kp
je Boltzmannova konstanta. Teoretickd Skalovaci pole pak lze definovat jako

linedrni kombinaci fyzikalnich poli (viz napt. [5]):

1

)

hi = a1 Af + as AT + a3 AP,
ho = bi AT + baAfi + b3 AP, (1)
hs = ClAP + CgAﬂ + CgAT,

kde a1, as, as, by, ba, b3, c1, c2, c3 jsou konstanty. Volbou koeficientt v této
linearni transformaci lze dosahnout rtznych popistu stavového chovani v okoli
kritického bodu. Skalovaci pole h; se nazjva pole ,uspofadani“, ho je pole
Htepelné“. Singuldrni ¢ast odpovidajiciho termodynamického potencilu lze pak
v okoli kritického bodu asymptoticky popsat skdlovacim vztahem:

. h
hs = |ho| ™ f* (W_la_ﬁ) (2)

kde «, B jsou univerzalni kritické exponenty. Prvni derivace termodynamic-
kého potencialu podle skalovacich poli definuji dvé skalovaci hustoty, ,,parametr

oh h
usporadani® ¢, = _<8h3) a ,tepelnou hustotu“ ¢, = — ((’9h3 . Druhé
1 ho 2 h1

0
derivace definuji t¥i susceptibility, ,silnou® susceptibilitu x; = (8?) , ySla-
1 ho

bou® xo = (%> a kfizovou“ xi12 = (M) = (%> . Univerzalni
Ohs ), 7 Ohs ), ohy /4,

skalovaci funkce f obsahuje dvé na systému zavislé amplitudy, Ay a Bo, které

maji puvod v pocateénim hamiltonidanu a jsou urceny asymptotickym rozvojem

skalovacich hustot pfi nulovém poli usporadani (hy = 0),

oh N
¢1:—< 3> Qj:l:BoU’LQW,
ha

Oy
27 8h2 ha - 11—« 212 '

Linearni model

Pro praktické vypocty je vhodnéjsi parametricka reprezentace skdlovaci stavové
rovnice s pouzitim proménnjch r a 6. Provede se transformace soufadnic [6]:
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hy = ar®6(1 — 6?), ()
hy = (1 —b%6%),

=28
v(1—-26)
tému zavisla konstanta. Proménnéa r urcuje singularni chovani termodynamic-
kych funkci, termodynamické vlastnosti jsou analytickymi funkcemi vzhledem
k proménné 6.

Singularni ¢ast termodynamického potencilu je dana vztahem odpovidaji-
cim teorii renormaliza¢ni grupy [6]:

kde koeficient b* = je univerzalni konstanta, koeficient a je na sys-

ak
_A'_i

ha(r, 0) = akr®=*[f(0) — 67 (1 — 0%)] + ~=r?(1 = b67)%. (5)

Ve vztahu (5) je k na systému zavisl4 konstanta a funkce f(6) je definovéna
rovnici:

£(0) = fo+ f20% + f10*. (6)

Podle definice (3) lze nyni spoditat stavovou rovnici pro vypocet

— ah3 .
n= _<8h1>h2.

kde

b1 = krPm(0), (7)

2672 — a)fLf(9) — 0% + 0%] + (1 — b26%)[f/(0) — 20 + 46%)

m(0) = 22(5+7)0P(1 = 6) + (1 - 36°)(1 — b°0?)

(8)

Z rtiznych experimentélnich hodnot vyplyva, Zze funkce m(6) je blizka line-
arni funkei 0 [11]. Protoze i konstanty fo, f2, fa jsou univerzalni, byly pomoci
kritickych koeficientti urceny nasledovné:

B —3) —b*ay

Jo= T2 -a)(l—a)a’ ©)

_ B(6—3) — bPa(l —20)
f2= 20%(1 — o) ’ (10)
fo= 122 (11)

2
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Kritické koeficienty

Kritické koeficienty byly v neddvné dobé znovu pfepocteny [9] a probéhla i nova
experimentdlni méfeni [2]. Aproximace (9-11), kterd linearizovala funkci (8)
pomoci univerzalnich koeficientii, nemusi byt tudiz pfesna. Nyni bude vy¢islen
vliv zmény kritickych koeficientii na parametry skalovaci rovnice. Jednotlivé
sady kritickych koeficientii 1ze najit v tabulce 1:

Tabulka 1: Kritické exponenty

Zdroj [6] Anisimov, | Zdroj [9] Pelissetto, | Zdroj [10] Sengers,
Agayan, Collings Vicari Shanks

o 0,110 0,110 =+ 0,003 0,113 =+ 0,009

B 0,325 0,326 + 0,002 0,3245 + 0,0105

~y 1,24 1,239 £ 0,002 1,238 + 0,012

) 4,815 4,801 + 0,017 4,815 + 0,089

v 0,63 0,630 + 0,002 0,629 + 0,003

7 0,0318 0,033 £+ 0,004 0,032 + 0,013

Zdroj: v tabulce

Exponenty jsou spolu svazany vztahy:

vy=2—a—20, 3v=2-—aq, vy=(2—-n). (12)

Uzitim téchto vztaht byly dopoditany chybéjici hodnoty kritickych koeficientit
v konkrétnich zdrojich a doplnény do Tab. 1. Napiiklad v [10] jsou uvedeny
pouze experimentalni hodnoty kritickych koeficientt v, v a 7.

Vysledky

Pouzitim kritickych koeficientt z tabulky 1 véetné jejich meznich hodnot byly
pfepoéitany koeficienty parametrické rovnice b2, fo, fo, fa. Vysledky jsou za-
znamenany v tabulce 2:

Tabulka 2: Koeficienty parametrické rovnice

Rada a B v 4 b? fo f2 Ja
v grafu 1
I(zdroj[6]) | O,11 | 0,325 | 1,24 | 4,815| 1,359447 | -0,50137 | 2,019449 | -1,50091
2 (zdroj [9]) 0,107| 0,324 | 1,237| 4,784| 1,352704 | -0,60273 | 2,038911 | -1,64486
3 (zdroj [9]) 0,11 | 0,326 | 1,239| 4,801| 1,361406 | -0,58549 | 2,007071 | -1,58182
4 (zdroj[9]) | 0,113 0,328 | 1,241 4,818| 1,370332 | -0,56895 | 1,976839 | -1,52212
5 (adroj [10]) | 0,104| 0,314 | 1,226 4,731| 1,311196 | -0,61951 | 2,016681 | -1,78846
6 (zdroj [10]) | 0,113| 0,3245| 1,238| 4,815| 1,355463 | -0,57461 1,969705 | -1,5531
7 (zdroj [10]) | 0,122| 0,335 | 1,25 | 4,004| 1,406061 | -0,53233 | 1,029573 | -1,35246
Zdroj: vlastni
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Pro koeficienty z tabulky 2 je mozné spocitat funkci m(0) v (7), kteréd se
podle linearniho modelu ma pfiblizovat linearni funkci 6. Vysledky pro jednot-
livé sady koeficientt z tabulky 2 jsou zobrazeny v grafu 1. Rada 8 zobrazuje
linedrni pribéh m(6):

Graf 1: Zavislost m(6) pro jednotlivé sady koeficienttt
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Zdroj: vlastni

Z grafu jasné vyplyva, Ze funkce m(0), a tedy i parametrické linedrni rovnice,
ktera se pouziva pro realné kapaliny, je silné zavisla na hodnotach kritickych
exponentil a i pii volbé kritickych koeficientt odpovidajicich pfesnosti vypoctu
nebo pfesnosti experimentalniho méfeni lze pozorovat znacné odchylky od li-
nearity. Nyni budou porovnény a graficky zndzornény odchylky funkce m(f)
od linedrni funkce 6 pro sadu koeficientt 1 (pouzivané v [6]), sadu 3 (stfedni
hodnoty koeficientti podle teoretickych vypoétii v [9]) a sadu 6 (experimentalné
uréené koeficienty v [10]) z tabulky 2:

Graf 2: Odchylky m(6) od linearni funkce 6
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Je ziejmé, Ze nejvice se linedrnimu pribéhu blizi funkce ziskané z nameéie-
nych kritickych koeficientt, zatimco teoreticky spoctené kritické koeficienty ve-
dou k horsim vysledktm.

Zavér

Autory ¢lanku provedena a popsanad analyza ukazuje, Ze pri tvorbé stavové
rovnice v okoli kritického bodu je tfeba vénovat pozornost volbé kritickych ex-
ponentt a testovat linearitu funkce m(#). V opacéném piipadé by souc¢asné pou-
7Ziti termodynamického potencidlu (5) a linedrni stavové rovnice, jak se v praxi
Casto dé&je (viz napf. [6]), mohlo vést k nekonzistentnimu popisu termofyzikal-
nich vlastnosti latek v okoli kritického bodu. Pokud se aplikuje definice koefici-
entli parametrické rovnice fo, fa,f4 (9-11), jevi se z uvazovanych sad kritickych
exponentl jako nejvhodnégjsi sada ziskand z experimentélnich dat (viz [10]),
pro kterou mé funkce m(6) nejmensi odchylku od linedrniho prtbéhu. Tato
sada v8ak zdroven vykazuje nejvétsi rozptyl hodnot kritickjch exponentt (viz
tabulka 1).

V nedavné dobé upresnéné hodnoty kritickych koeficientti, prevazné hod-
noty ziskané novymi vypocty v [9], vedou k potfebé nové aproximace koeficienttt
(9-11). P¥i pouziti linedrni skalovaci rovnice je tfeba obezfetné volit kritické
koeficienty a pfipadné otestovat linearitu funkce m(6).
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Critical exponents values for fluids and linear
scaled equation of state

The behavior of substance in the vicinity of a critical point is the focus of great
scientific interest. A liquid-liquid phase transition in the supercooled region
could influence biochemical or precipitation processes. It is interesting that
water in a space is mostly in a supercooled or amorphous ice form. These two
forms have similar properties.

A parametric linear scaled equation of state is used to describe thermo-
physical properties in the critical point vicinity. A values correction of critical
exponents that were calculated from Ising model or were experimentally found,
influences values of the scaled equation constants. Paper deals with a depen-
dence of these scaled equation linearity on critical exponents. Several critical
exponents sets gained either using theoretical calculations from Ising model or
experimentaly, were analyzed. A requirement on an accurate choice of critical
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exponents or a need to recalculate the parametric model coefficients is empha-

sized in the paper.

Keywords: critical point, equation of state, critical exponents, scaled equation
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